Corrigés des exercices

maitriser le cours (page 253)

1. Listes d’éléments d’un ensemble

1 Corrigé dans le manuel.

6. S5x4x3x2 _ 1.

2935 Mok c60 90

3 a)20; b)126; c) 84.

4 a)(n+1)n; b)y(2n+1)2n);

1
9m+n Vapen
_100 g 9 o (n+2)

SA=3r: B=gg: C= (n=1)"

6 (a,b,c,d) (a,c, b, d) (a,d, b, c)
(a,b,d,c) (a,c,d,b) (a,d, c, b)
(b, a, c,d) (b, c,a,d) (b, d,a,c)
(b, a,d,c) (b, c,d,a) (b,d, c,a)
(C’ a’ b7 d) (C’ b7 a7 d) (C7 d7 a? b)
(c,a,d,b) (c, b,d, a) (c,d, b, a)
(d, a, b, c) (d, b, c, a) (d,c,a,b)
(d,a,c,b) (d, b, a,c) (d,c, b, a)

7 1. Choix successifs sans remise : 12! = 479 001 600 .
2.8!'=40320.

8 Corrigé dans le manuel.

9 1.5!=120.
2.2x4x3x2x1=48.
3. Ily a sept lettres, donc 7! anagrammes, mais la présence

de deux F signifie qu’il n’y a que % anagrammes diffé-

rents. Donc zzl =2520.

Note : S’il y a trois lettres identiques, on divise par 3! .

101.15x14x13=2730. 2.3!-1=5.

11 11y a douze signes.
Donc 12° possibilités, soit 248 832 possibilités.

121.3x2x1=6. 2.3x3x3=27.

131.0. 2.5 =625.

14 1. 10 x 10 x 10 x 26 x 26 = 676 000 .
2. 1x10x10x26x26 = 67600 .
3. 10x1x1%x26%x26 = 6760.
4. 10x10x10x26x1 = 26000.

2. Combinaisons

25

Z15- B-495- Cc-1. p_25.
15 A=15; B=495; C—4, D—14,

1

E:E;

F=5%; G=1.

16 Corrigé dans le manuel.

17a)f‘-(“2—‘1)=36 e n’-n-72=0,nz2

e n=9%oun=-8etnz2.
Donc n =9 estlaseule valeur possible.

b) 3(n)(n —41)2(3nx—22)(n—3) = 14 x mnz_—l) etnz=4

- n(n—1){(”—‘2%(“—‘32—7}:0 et n>4

e n=0oun=1oun*-5m-50=0ctnz
= n=0oun=1oun=10oun=-5Setn
Donc n=10.

4
>4,

181.%:20.

2. {a,b,¢ ; {a,b,d ; {a,b, g ; {ab,f} ;
{ac.d : {ac¢g : {acft: {adég:;
{a,d, f} ; {a,e f} ; {bc,dt ; {bcg ;
{b.c.f} ;: {b,d. g ; {b.d f} ; {bef};
{c,d,g¢ ; {c,d, f}; {c,e f} ; {d,e f} .

19 2H=1140.

20 Corrigé dans le manuel.

21 1. {73 = 66 droites .

2.12 x 11 = 132 vecteurs .

3. J4 =220 triangles .

22 1.16 x15x14 x 13 =43 680 .

2.9 =1820.

23 1. BH=16%x31=49%.

Z_ELEXEIISE:leS:ZSS.

3. 30 =105; FH=136.

24 1. FH =23751.

2,050 x 04

I x g8 =9555.

251. 3% =13 983816 .

2. 3% = 6096 454 .
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3. Propriétés des -
4. Formule du binbme

26 Le nombre de choix de cinq cases est le méme que le
nombre de choix de vingt cases noires, car 20 =25-15 et

050 _ 25
050 = G-

27 a) 16 + 32x + 24x% + 8x° + x*.
b) 1—5x +10x2 = 1023 + 5x* = x°.

28 a) 64x° + 192x° + 240x* + 160x> + 60x% + 12x + 1.
b) 1 — 14x + 84x% —280x> + 560x* — 672x° + 448x° — 128" .

29 a) 32x° + 80x*y + 80x3 2+ 40x%y3

4 =
b) 16x* — 161> + 6x> —x + 16

30a)1+3x2i+3x(2i)2+(2i)* 1+6i-12-8i=—11-2i.
D) 16 -4x8xi+6Xx4x2—4x2x{P+i*=—T7-24i.

+10xy* + 7.

+ 424+ N B4+ 1

315"=(4+1)= ono

=4xK+1.

n oogqn-1
+ oot

pour apprendre a chercher (page 255)

32 Dénombrer sur un quadrillage

Les outils :
¢ Les combinaisons.

Les obijectifs :
e Savoir imaginer une méthode pour dénombrer.

1. Le quadrilatere obtenu a ses cOtés paralleles, et pos-
seéde un angle droit donc c’est un rectangle.

2. a) Si on prend un rectangle, il est associé a un
ensemble de deux droites verticales et de droites hori-
zontales. Donc il y a autant de rectangles que de choix
d’ensembles de deux droites verticales et d’ensembles de
deux droites horizontales.

b) Pour chaque choix :

¢) Il yadonc 15 x 15 = 225 rectangles .

3. On choisit un point parmi trente-six possibles, puis le
sommet opposé pour lequel il n’y a que vingt-cing choix
(il faut que ce sommet ne soit pas sur la verticale et
I’horizontale passant par le premier sommet). De plus,
chaque rectangle ainsi obtenu est compté quatre fois.

=15 fagons.

D’oil le résultat : 36 x 25 x }‘ =225

33 Démontrer une formule

Les outils :
® | es combinaisons.
¢ La formule du binéme.

Les obijectifs :
e Savoir mettre en ceuvre différents moyens pour démontrer
une formule.

Premiére solution
1.E=AOB, (AnB=0),
n(A)=a, n(B)=b, n(E)=a+b.

Tout sous-ensemble de E a p éléments en contient k& qui
appartiennent a A; donc p — k appartiennent a B. On
choisit k éléments de A parmia et p —k éléments de B
parmi b, k entier naturel de 0 a p . Ceci est possible car
k<petdonc k<aetO<p-k<p,doncp-k<b.
2. En dénonbrant de deux fagons :

BOx0, BO0xOb O, ..., E0x0bO, . BOxOO_ @+

ﬂﬂ 0 a0™ th—10 Oa™ - I~ Op 0O
OO0 Ly [y
k=0 k=1 k=p

Deuxiéme solution

1. » Le coefficient de x” pour le premier membre pro-

vient des produits x¥xx” =% issus de (1 + x)? et de

(1 +x)b pour k=1,2,....n

Le coefficient de x* dans (1 +x)* est %, celui de x? ¥
b b

dans (1 +x)” est Eb—kg'

Donc le coefficient de x*xxP ~* est @DX Ebblg ; en

additionnant ces coefficients, on obtient celul de x*

. x 00 [« DbD 0 i [0
soit : RJ] Eb3+E1E' -1 ot- +[bjxmj

. Ea;lﬁ est le coefficient de x” du second membre.
2. D’ou I’égalité par identification des coefficients.

pour progresser (page 256)

Dénombrement

34 On appelle D lensemble des germanistes,
E I’ensemble des anglicistes. Alors :
n(DOE)=n(D)+n(E)-n(DnE)=60-18=42;
NDOE)=45-42=3.

35 Un diagramme éclaire la situation : il y a 100 personnes

qui lisent les trois revues, ou encore :
n(XnYnZ)=100.

144

On identifie les lecteurs aux revues.

1. Soit on complete le schéma, soit on traduit a I’aide
d’ensembles.



Deux revues uniquement (deux au moins mais pas trois) :
eavec XetY: 20 %, donc 200;

eavecYetZ: 10 %, donc 100 ;

eavec XetZ: 20 %, donc 200 ;

soit 500 personnes.

2. Il faut dénombrer ceux qui ne lisent qu’une seule revue :
e X : 600 - (200 + 200 + 100) =100 ;

* Y : 500- (200 + 100 + 100) =100 ;

e Z: 500 - (200 + 100 + 100) = 100 .

Donc 100 personnes lisent les trois revues, 500 deux et
300 une seule, donc 100 personnes ne lisent aucune des
trois revues.

36 1. 6 x 6 x 6 = 216 résultats possibles.

2.6 x 1 x 1 = 6 résultats possibles.

3.6 x5 x4 =120 résultats possibles.

4. Cela signifie que deux sont les mémes et que le troi-
sieme est différent: aab, aba ou baa avec a#Zb ,
soit 6X1X5+6%x5x1+6%x5%x1=90.

Note : Choix des résultats et choix des places : il y a ici dou-
ble choix.
371.8°=39768. 2.9°=59049.

38id,....d};dn d={A}si i#j.
Il y a autant de points d’intersection que d’ensembles

3. C’est justifié.

formés de deux droites. (Deux droites qui ne sont pas
paralleles déterminent un seul point d’intersection.)

Chaque point d’intersection n’appartient qu’a un seul
ensemble de deux droites (trois droites ne pas concourantes).

Donc % = Q(nz;l) est le nombre de points d’intersection.
939 Corrigé dans le manuel.

7401.28=256. 2.2°=64. 3.033=70.

41 1.Surla figure ci-contre : o] D
A - C:1,
A - B: 1,

A B

2. Pour aller de A a M, il faut cinq instructions dont deux
vers le haut, donc :

n =83=10, n,= f =15 et n,= {§=20.
3. De A aM,ily adix chemins; de M a B, il y en a

H)f =55 etde A a B qui passent par M, 10 x 55 = 550 .

Y42 1.0 Quinte flush : pour une couleur donnée, il y en a
neuf. Donc 9 x4 =36 mains .

e Carré:ilya % facons de prendre quatre cartes d’une
valeur donnée; ce choix peut se faire de treize fagons; la
cinquieme carte peut étre choisie parmi quarante-huit.

D’ou % x 13 x 48 fagons d’obtenir un carré (624 mains).

e Full:ilya % facons de choisir trois cartes d’une valeur
donnée et treize choix pour cette valeur;ily a % fagons
de choisir deux cartes d’une valeur donnée pour laquelle
il y a douze choix possibles.

D’olt 4 x13 x6 x 12 =3 744 mains .

® Quinte : il y a neuf « hauteurs » de quinte. (Elles
peuvent se terminer du 6 a I’as.) Pour toute quinte (par
exemple 2, 3,4,5,6),ilya 43 choix, mais il faut oter les
quatre quinte flushs. D’ot 9 x (4° —4) =9 180 mains .

® Brelan :ily a % =4 facons de choisir trois cartes d’'une
méme valeur, et treize choix pour chaque valeur. Les
quatrieéme et cinquieme cartes sont prises parmi les douze
valeurs restantes, et sont de deux valeurs différentes, donc :

a0
o X4 x4

choix defa coulmde la couleur
de la 4° carte de la 5 carte

Dot 4x13 x66 %4 x4 =>54912 choix .

Attention : Ne pas faire :

48 x 44

choix des deux valeurs

choix de la 4® carte  choix de la 5° carte
car on compte deux foix chaque choix.

2. Le principe est respecté.

U43 1. ?{235 ; ordre de grandeur : 6,36 x 10!,

2. 98 x BB x B8 x 0 x41 =82111 732 560 .

permutations dans I’ensemble des couleurs
030 » 030 x 03 —
3. 558 % gsp % g3p X4 %3=5684658408.
/ \

choix de la couleur  choix de la couleur
ouilyatrois cartes  ouiln’yen a pas

Attention : Pour le choix des couleurs, on pourrait choisir les

deux couleurs ou il y a cing cartes, donc % (et non 4 x 3),
puis celle ou il y a trois cartes, donc 2 .

Y44 1.35=243 .
3.1 x1x1x1x2x5=10.

2. Une facon.

I
bonnes  mauvaise choix de I'item
réponses  réponse « mauvaise réponse »
4.1x1x1x2x2x0=40.

U451, Le premier chiffre est différent de zéro, doncilya:
9x9x8x7=4536tels entiers.

2. » Avec le 0 répété trois fois: 9
e avec le 0 qui n’apparait qu’une fois: 3 x9 =27
esansle0: 9x8x4=288.
D’ou 324 entiers.
3. Le méme probleme se pose. Y a-t-il le 0 ou pas ?
e Avec 0, on choisit deux places parmi trois, puis un
autre chiffre parmi neuf. Donc 3 x 9 =27 entiers.
e Sans 0, on choisit un ensemble de deux chiffres, puis
deux places parmi quatre ; donc gﬂ x Egg =216 entiers.
D’ou 243 nombres.

O 80 KN -
46 EQDX6X5XETEX6_20160'

H47 Une fagon de voir : n joueurs rencontrent n autres
joueurs. Le nombre de choix de 7 joueurs parmi 2x est %n”,% .
A partir de la, on organise les rencontres des n joueurs du
groupe A et des n joueurs du groupe B. Il y a n! rencontres
possibles.
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Cependant, des séries de n rencontres ont été comptabi-
lisées plusieurs fois. En effet, toute permutation d’un
élément x qui rencontrait y donne le méme premier tour.
Ces permutations (2) pour chacune des n rencontres sont
au nombre de 2n, d’ol :

EM = 2! rencontres possibles.
2" ni2"

Note : On peut dénombrer ainsi. Pour le premier joueur, il y a
2n - 1 choix ; pour le deuxiéme joueur (ne rencontrant pas le
premier), ily a 2n -3 choix ; ... ; donc:

(@2n-1)x(2n-3) x (2n-5) x ... x 3 x 1 rencontres.
Il faut alors prouver le résultat par récurrence.

Formules sur les combinaisons

Ha8 1. A= (2 + 3+ (2- 3)
=8+123+6%x3+ .3)+(8-12,3+6x3- /3%
=16+36=520N.
A=+ B+ - By
=16+32./3 +24.32+8./3% + . /3¢
+16-32./3 +24,/32-8./3° + ./3*
=32+24x6+18=1940N.
2.2+.3)"=2"+ T2 X Bt %Z”‘PXJ?P+-~-+J3”;
(2-B)'=2"-FE2" % B+t (C1P HE2" P x 3P
oot (1)1 /3.
Si p estimpair, (-1)’ =—1 et les termes s’annulent.
Sip est pair, la somme est Z%XZ”"’X J3P et J3P est
un entier. Donc A UN.
749 1.a) f(x) =1 + Thx + JHx +-+ e + -+ fHx"
b) f'(x) = E‘E+2%x+~-~+p%’"l ++n ", dou:
n(1+x)"'=E0+ 200 + 30+ + nx"

—1. 00,900 og oo _ ,on-1
2. Avec x=1, E15+2E2D+"'+ptbl+"'+n&ﬂ_”2 .

H50 o Le terme en x” de (1 + x)*" a pour coefficient gn”g.

e Sion écrit (1 +x)*" = (1 +x)"(1 +x)", le coefficient du
terme en x" de ce produit est :

oooo ., ooonO, ..., OOnO., ...
OG0 T O0G-0 T G- Tt

Or, %EFE: % pour p=0,...,n; dou:

%4_%%’24.....}.%4....4.% = El-znr%

oo og
LH o -

511 21

2. 0Ux 0N o ONO=- 00 donc o résultats con-
C 0 thegl? T Thegl m O A
tiennent exactement p boules blanches.
3. La somme : oo tao totap
| ! !
0 boule 1 boule n boules
blanche blanche blanches

est égale au nombre de fagons de choisir 7 boules parmi 27.

oy OCP  OCP o _ 2m
Dot g5 +55 +-+55 =d.0-
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0 o0 .
052 1. £ comités.

2a) 574 b of 0 dETE

3. Les comités des questions 2. a), b), ¢), d), forment une
partition de ’ensemble des comités.

0u_ m-20 | 9M-20 , -2
Donc = 0p0 +2EtHD + o -

H53 La formule résulte de Iinversion des choix :
—soit on choisit p parmi n, puis ¢ parmi p, etenfin
r parmi q;
—soit ¥ parmi n, puis g —r parmi n—r, etenfin p-gq
parmi n—gq.

Y54 Partie A

% = 6 chemins ; cela revient a choisir deux fois le vec-

teur ? dans quatre cases.

Partie B

1. B0=70.

2. % = 6 chemins de A a O, puis 6 chemins de O a B,
donc 36 des chemins de A a B passent par O.
3.DeAaP, B

> 00 =
Donc 30 des chemins de A a B passent par P.

3 chemins ; de P a B, % =10 chemins.

| . . .
DSSl.a)%:l:%, %E:n:%flg,donc.
n-2 n-2
un:l+l+ 1+L+l:2+g+z l
oo oo (4,00 OnO OO n %&,00
o 4o 0d h-10 GP 0d
b) La ligne n du triangle de Pascal donne :
k 0 1 2 n-2 |n-1| n
oo | A n | n(n-1) nin-1)| p
Ve 5 5
En utilisant % = n_i+ 1 %, on prouve la croissance de

og inférieur 3 D - og_ong
o quand k reste inférieur a 53 la formule g5=g5"75

N P . n(n—1
acheve la démonstration ; donc % > n(n—1) .

2
2.Donc 2<u <2+ 2, M Le théoreme dit des
n n n(n-1)

« gendarmes » permet de conclure lim u =2.
n- +o

Vrai ou faux ?
56 Vrai: 10'* = 100 mille milliards.

. 310 » 320 _ 30
57 Faux : 4 x B8 % B0 - 50

58 Vrai:les 0 ala fin de 2 206! proviennent de la pré-
sence de 5 et de ses puissances dans les facteurs multi-
pliés par des nombres pairs. Il faut donc dénombrer
les facteurs multiples de 5, 52, ...

59 Vrai: la réponse est 921 =360 .

60 Vrai: 15 contre 13.

56 Faux: 4! seulement.




