Corrigés des exercices

maitriser le cours (page 115)

1. Généralités sur les transformations
du plan

1 Par ’homothétie de centre 1(2,1) et de rapport — 2
M(x; y) a pour image M'(x'; y') avec IM’ = — 2IM.
En traduisant a I’aide des coordonnées :
-2 = 2(x-2 "= -2x+6
%’—1 = —2Ey—lg ou %’ = -2y+3
Les transformations /4 et g sont donc égales.
2 a)x +iy =(x-2y+1)+i2x+y-1)
=(1+2)(x+iy)+1-i

Soitz' = (1 +2i)z + 1 —i et fet g sont égales.

Toutefois, il est souvent plus pratique de développer
Pexpression z' = (1 + 2i)z + 1 — i et d’identifier parties
réelles et imaginaires.

L’expression devient x’ + iy’ = (1 +2i)(x +iy) + 1 i

=x+iy+2ix-2y+1-i,

soitx'=x—-2y+1lety =2x+y—1.

b) z' = (1-i)z+2-3i;
x'+iy =(1-i)(x—iy)+2-3i

—iy—ix-y+2-3i

Cequidonnex'=x-y+2ety =—x-y-3etles appli-
cations f et g sont égales. —|—

¢) Comme 1’écriture complex est z' — 1 = e (z -1),

g est bien la rotation de centre I d’affixe 1 et d’angle — g

3 Corrigé dans le manuel.
4 a)En procédant de la méme maniere qu’a I’exercice 3,
1 ’ —_ 1 ’ 1 ’
—_ —_— —_— et = —_— ——
= 2[2 oY YT R oY
f est une transformation du plan d’application récipro-
que : M(x;y) — M’ (x';y") avec:

X' = 2—1[2(X+y) ety = 2—1[2(x—y).
b)x:—é?lsx ——y+ y:—%x+ 5y +252,
M) HM'EF%X_TSV g 245 25y+ %

5 a) Comme 7z’ =2z + 3, on obtient z = %Z’ —g et fest
une transformation du plan dont I’écriture complexe est
> %z—g.

b) De z' =2(1 + i)z + 2 + 3i, on déduit z = %z'+_5_I

et f est une transformation du plan dont Décriture
1- —5—|

complexe est 7 — ) 2=z 7

i y
ODez =e*z+1-i ondéduitz=e "z +i/2,
c’est-a-dire que f est une transformation du plan

dont I'application réciproque a pour écriture complexe

TU
4

4 .
z—>e "z+1.2.
6 Tous les points de méme ordonnée ont la méme
image. Ainsi f ne peut pas étre une transformation du

plan.

7 a) La rotation de centre O et d’angle — g
b) La translation de vecteur — AB = BA.
¢) L’homothétie de centre I et de rapport — % .
8 a) fo g est Phomothétie de centre O et de rapport — 2.
En effet, si M' = g(M) et M" = f(M), OM' = 30M et
OM” = % O_hd”, soit OM" = — 20M.
b) fo g est la rotation de centre O et d’angle —g.
En effet, si M’ = g(M) et M" = f(M'),

OM = OM’ oM’ = OM”
-et
(OOM,00M’) =: (OOM', EOM") = —
Dong, en définitive, (OM, OM") = 3 I, E-% = _E[_

9 En reprenant I’exercice precedent (b)), 7, °r, estune
rotation de centre O et d’angle T

3
a)r,or est I'identité si et seulement si g + 0 =0 [2m,
soit 6 =— § [2m].
b) ry°r, estune symétrie de centre O si et seulement si
;—% + 0 =m[2m], soit 6 = 3 [2n]

10 1. e L’image d’une droite par & est une droite paral-
1ele : il suffit donc de déterminer I'image M, d’un point
deAetA /1A

e L’image de A par r est une droite : il suffit donc de
déterminer les images M, et N, de deux points M et N
de A.

De plus, par le quart de tour, (4, 4A,) = g soit A) OA.

Remarque : Placer le point M, et mener la perpendiculaire al
suffit.

Enfin, 'image d’une droite par une translation est une
droite parallele : il suffit donc de déterminer I'image M,
d’un point M de Aet A, // A
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2. Comme A, // A, A, O A et A J/ A, il vient A, O A,
A, 1B,

11 1. D’aprés la rotation :
AB' = ABet (AB, AB') = E

AC’ = ACet (AC, AC'

d’ou la construction.

3 s

2. Comme ABC est un triangle rectangle isocele direct :
AB = ACet (AB, AC) = g

D’ou AB' = AC/,

(AB’, AC') = (AB', AB) + (AB’, AC) + (AC,AC)

AB’'C’ est donc un triangle rectangle isocele en A et
direct.

121.BA=BA’et (BA,BA")= 2
BC=BC et (BC,BC)) = ’—ZT
d’ot1 la construction.

2. D’apres la rotation (ici quart de tour), (BA) O (BA')
et (A'C") O(ACQ).

D’autre part, les trlangles ABC et ABC' sont isométri-
ques (CBA ABC’ = 45°, BC = BC’ et AB = AB),
donc BAC’ = 90° et ABA'C’ est un rectangle.

De plus, AB=BA’ et ABA'C' est un carré.

N

13 1. ¢ A’ = A puisque le centre C est un point de A.

e Pour construire 'image du cercle 6, on construit les
images de A et B, soit A’ et B’ et €’ est le cercle de cen-
tre B’ et de rayon B'A’.

2. L’image d’une droite par /4 est une droite parallele,
donc (B’A’) O(A’'C) et la droite A’ est tangente a €.

14 A'B’' =kAB et A’C’ = kAC.
En effet, si I est le centre de ’homothétie, A" = kITA.,
IB’ = kIB, donc A'B’ = A'l + IB’ = kAl + kIB = kAB.

—_—

Alors A’B’ - A'C’ = (kAB) - (kAC) = k2 AB - AC.

2. Définition. Conséquences

15 Corrigé dans la manuel.

16 On procede comme a I’exercice précédent :
2 2
MM, = J(Xz =X)"+ (Y2—Y1)";
’ ’ 2 2
M1M2: /\/(_XZ + Xl) + (_y2 + yl) = Mle'
De la conservation de la distance, on déduit que fest une
isométrie.

Remarque : f est une symétrie de centre I(1,2) donc c’est une
isométrie.

17 Comme précédemment :
MM, = [O=x)% + (v2=¥2)°,
MM J [206=%)" + 2(y,= Y1) + 40— X0) (Y2 = Y1)
=
+[20 = x1)" + 20y, = y1)* = 40% = %1) (Y2 = Y1)l
=2MM,.
fest une similitude de rapport 2.
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18 M'M), = |z, - z| = 2|z, - 7| = 2M; M, donc f est une
similitude de rapport 2.
Remarque : f est une homothétie de rapport 2.
19 MM, = |z - 2| = [2(1 + i)(z, - z))| = 2/2 M,M,;
f est une similitude de rapport 2./2.
’ ’ ’ ’ l H
20 MM, = |z, - 2| = Q(l +i./3)(z,-2,)
=M M,.
fest une isométrie, ou une similitude de rapport 1.
21 MM, = |z} - 2| = |z, - ;| = M|M, et f est une iso-
métrie, donc une similitude de rapport 1.

= |Zz_zl|

Remarque : f est une translation de vecteur u d’affixe -3 - 2i.
22 Parce qu’elle multiplie les longueurs par 3.
23 Corrigé dans le manuel.

24 Soit M et N deux points distincts du plan, M” et N”
leurs images par ’application f considérée.

On note (OT/f, m =0.

D’apres la configuration, on a :

jON” = ﬁzé‘ON

(ION,00N") =-J

EpM "= AZQOM
0 et
%(lOM, EOM”) =-T
(OM”,ON") = (OM”,0OM) + (OM, ON) + (ON, ON")
= g +0+ E— % =0,
donc on utilise Al-Kaski dans les triangles.
(OMN) : MN? = OM? + ON? - 20M x ON x cos 8;
(OM'N’) : M'N"2=0OM'? + ON"2-20M’ x ON’ x cos 0
= £ [OM? + ON? - 20M x ON xcos ].

M'N’ = 322 MN et f'est une similitude de rapport 322 .

25 Comme la similitude multiplie les longueurs par

k= g le point C’ est tel que :

A'C' = AC A'B':
C’ appartient au cercle de centre A’ etde rayon A'B’.

D’autre part, ’angle BAC est droit, donc B'A'C’ est
droit et il est possible de trouver deux points C'.
c <

A

3. Caractérisation complexe
d’une similitude

2601.7'=7 = z-72=4i = 2ilm(z) =4i = Im(z) =2
= y=x+2I



L’ensemble des invariants est donc la droite d’équation
y=2.

2. s est une similitude, différente de I’application identi-
que, ayant une droite d’invariants d. C’est la réflexion
d’axe d.

271. 7' =z = z—(1 +2i)7=5 - 6i et, en prenant le

conjugué,

_ =Z—(1+2i)z = 5-6i SO
(—1+2i)z+Z = 5+6i 2 2

2. s ne peut pas étre une réflexion puisqu’elle n’a qu’'un

point invariant, le point A d’affixe % - gi .

28 1. Le rapport de la similitude est :

k=12+3i=./4+9 = /13.
2. Un point invariant, s’il existe, est tel que z = z’, soit
z=-2+1.

29 a) Le rapport est k = |2i] = 2 et le point I d’affixe
—2 + i est invariant : il ne s’agit donc pas d’une réflexion
(k#1).

b) Le rapport est k = |1 —2i| = ./5 et le point I d’affixe

2+ gi est invariant. Il ne s’agit donc pas d’une réflexion
puisque k # 1.

¢) Le rapport est k = |1 + i./3| = 2 et le point I d’affixe
1 + i est invariant.

Il ne s’agit pas d’une réflexion puisque k # 1.

d) Le rapport est k = |i| = 1 et I’ensemble des invariants
est une droite d’équation x —y — 1 = 0. C’est donc une
réflexion.

e) Le rapport est k = |[4i — 3| = 5, donc il ne s’agit pas
d’une réflexion et il existe un point invariant : le point I
d’affixe — 3i.

4. Les similitudes directes

301.0nnotez’ =x"+iy' =(-2y+1) +i(2x +4)
=2i(x +iy) + 1 +4i=2iz + 1 + 4i.
L’application est donc la similitude de centre Q, d’affixe
7

w=-g+ gi , de rapport k = |2i] = 2 et d’angle arg2i = 7—2T

Nz=x'+iy=(x-.By+D+i(Bx+y+ .J3)
=x(1+if3)+iy(+i3+1)+1+i/3
:(1+iﬁ)z+l+iﬁ.

fest la similitude de centre Q, d’affixe w=-1 + %3

rapport k = |1 +i./3| =2 et d’angle arg(1 +i./3) = g

i, de

Rz7=x'+iy=(x+y)+i(-x+y+1))
=x(1-D+iy(-i+1)+i=(1-iz+1i.

fest la similitude de centre Q, d’affixe w = 1, de rapport

k=[1-i= .2 etdangle arg(1 - i) = — g

33 Corrigé dans le manuel.

34 On procede comme a I’exercice précédent :

+3i = a(-1+3i)+b % 1-i
—i=a(l+i)+b -

-1-i
Z=(1-iz-1-i.

35 e Avec les données de 'exercice 33 :
Puisque [AB] a pour image [A’B’], il est possible que :
- A— A’ et B— B/, soit d’apres le 33,
' =1 +3i)z+ (2-2i);
- A~ B'etB~ A’, on résout alors le systeme :

Li—i=a(l+i)+b (-1-3i)
i = a(i)+b @% —3+3i
soitz' = (-1-3i)z -3 + 3i.
e Avec les données de l’exercice 34 :
De la méme manicre, on trouve :
- la similitude directe du 34, z' = (1 -i)z -1 -1i;
—celle telleque A~ B’ etB+— A’:

—i=a(-1+3i)+b
%Hﬂi =a(l+i)+b %

soitz' =(-1+1i)z+3+3i

—1+i
3+ 3i

36 Une similitude directe multiplie les longueurs par k
et conserve les angles orientés. Donc :
A'B'-A’C'=A'B'xA'C' xcos (A'B',A'C’)

= kAB x kAC x cos (AB, AC)

= K*AB - AC.

5. Forme réduite d’une similitude
directe

37 Corrigé dans le manuel.

38 a) Centre I%i% ,rapport k =5, angle =0
(homothétie de rapport 5).

b) Centre I(1 - 2i), rapport k =3, angle =11
(homothétie de rapport — 3).

39 a) Centre (i), rapport k = ./2, angle 6 = E

b) Centre I(1 + i), rapport k = 2./2, angle 6 = ?’TT[

40 a) 7' = iz + 2i, centre I(- 1 + i), rapport k = 1, angle

_n
=3
' 3 10
b) 7' = % - élgz, centre O, rapport k = AZC , angle O tel
que cos 8 = ﬁ) etsin B = %;62—1,25rad.
41 a) Centre 15 L0 rapport k =2, d’angle 8 = I
D/\/E]y 5 3 .
b) Centre I% —%ig ,rapport k = /5, d’angle 8 =2,03 rad
_ 1. . ~_ 20
E:ose = —75, sin = ng

i
27 -1-i=2e%@z-1-i) =
7' =(z-1-DA+i B)+1+i
=(1+if3)z+ 3 -i./3.
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4T

437 +1-2i=.2e *(z+1-2i) =
Z’=(1-i)(z+1-2i))-1+2i

=(1-i)z-2-i.
447 - 1+i=36"(z-1+i) = 2/ ==3(z—-1+i)+1-i
=-3z+4-4i

45 Corrigé dans le manuel.
46 (AB,AC) = g
1. Rapport : % ;angle : —

2. Rapport : ./3 ; angle :

ol NIF wig

3. Rapport : 33@’ ; angle :

47 1. La somme des angles d’un triangle est égale a Tt
donc C = g =B.
2. BC = a./3 (appliquer la formule :

BC?= AC%+ AB?-2AC x AB x cos A).
3. ABK est isocele et (R, ﬁ) =- g AK = % ,donc:
—rapportdes, : ASB ;

—angledes, :— g

.
4. (KA, KC)=- g,KC:Zaﬁgg,donc:
—rapportde A, : 25

—angledes,: - g

481.5’“”(B;f

o °h(B (IAB, UAJ) = 2

2
CA = =CI
2. ther J3
(UCI,ZCA) = —
or(A) = h(C) =1
AR
AD _ AC _ AB. AC) =TI
49 Comme ol J2 et A6 - J2, et (AB, AC) = 3
et (AO, AD) = g,
centre A, de rapport /2 et d’angle g transformant A
enA,BenCetOenD.

il existe une similitude directe de

50 1. On note a la mesure du coté du losange.

Dans le triangle équilatéral ADB,DB =aet AO = 342@ ,
dou AC=a/3.

. AB_ 1
166 ?pport de la similitude est AC - 7 I’angle est
= é .

2. Le milieu O de [AC] se transforme en le milieu de
[BC].

3. Soit D' = s(D); de (65, @') = g, on déduit que D’
appartient a la demi-droite [CA].

, lan . 1. 102 ,
De plus, CD —TQCD—%a—%DﬁC(ﬁ et D’ est

bien le centre de gravité du triangle BCD.
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51 L écriture complexe de la similitude directe est
z' =az + b. Avec les hypotheses, on a :

+2i=a-i+b .
Fl-i=a-3i+b 1.7
P=3*

2
w0 03,30, 7.7,
Douz' = I]'§+2'DZ+§+2"
Le centre est le point invariant I, d’affixe 1, 5—6i .
3 34 34

Le rapport est k = 3422 et ’angle 6 = 7
52 L’image d’un cercle 6 par une similitude est un cercle
dont le centre est I'image du centre et dont le rayon a été
multiplié par le rapport de la similitude.

Recherche de I’écriture complexe de la similitude :
n

7' = [2el4z =(1+1i)z,
I d’affixe (1 + 2i) devient I' d’affixe (— 1 + 3i).
Le rayon de 6 est /2, celui de 6’ est 2.
Alors une équation cartésienne de 6’ est :
(x+172+(y-3) =4

53 Pour construire I'image du carré, il suffit de construire
I'image des deux points O et A.

En effet, la similitude conservant le milieu, et transfor-
mant deux droites perpendiculaires en deux droites per-
pendiculaires, nous pourrons en déduire les autres
points.

O est invariant.

A’ est tel que OA’ = 322 OA et (OA,OA") = g
A’ est la projection orthogonale de O sur [AB] ou milieu
de [AB]. C’est donc le milieu de [CD]. Les diagonales

étant de méme longueur et perpendiculaires, D’ est le
milieu de (DA) et B’ est le milieu de [BC].

BC _2
54 1. BA -1 donc le rapport est 2.

2n

3 donc

(BA,BC) = (BA,BD) + (BD, BC) = g—’-GT = -

I’angle est — %T[

2.Pars:B—B,A— Cet C— C' avec:

118G, 1BC') = &

3
BC’' = 2BC
Si on appelle O le milieu de [CC'], alors le point D’ = s(D)
est tel que O milieu de [BD'].




55aM Som »ﬂ> M" avec:

OM’ =-OM et OM” = —20M".
Donc OM” = 20M et 4 © 5 est une homothétie (de centre
O) de rapport 2 ou une similitude directe de centre O, de
rapport 2 et d’angle nul.

b) M ANEVL »D> M" avec:

OM = OM’
(OOM, 00M’) = 2

et

_—

OM" =-20M.

c OM" = 20M
(OOM, EOM") =—
centre O, de rapport 2 et d’angle — g
oM S ML M7 avec:
OM"” = OM’

Don et h o r est une similitude de

OM'=-OM et (OOM /7 EOM r/) - 2_31'
OM" =0OM
Donc " 21
(OOM, EOM") = -3

h o s est la similitude de centre O, de rapport 1 et d’angle

- g soit la rotation de centre O et d’angle — 3

pour apprendre a chercher (page 119)

56 Image d’un point par une similitude

Les outils :

¢ Cercle circonscrit a un triangle rectangle.
¢ Définition de la similitude.
¢ Conservation de 'orthogonalité.

Les objectifs :
e Savoir trouver I'image d’un point par une similitude.

1. Comme —A la similitude existe; son rapport est

B
A—
_AC :
k= AB et son angle est :
(BA, AC) = (AB, AC) + m=- 7 [2m]

2. I est un point invariant. En utilisant les points et leurs
images, il vient :

a) (r&m):—get(ﬁ,ﬁ:—g.

b) Un cercle de diametre [MN] étant I’ensemble des
points P tels que (W, }m.) = g[n], on déduit que le
point I appartient aux cercles 6, et 6, de diametres res-
pectifs [AB] et [AC].
¢) Ces deux cercles se coupent en A et H. Comme le cen-
tre de la similitude n’est pas A (A a pour image C), il
reste [ = H.
3. a) L’image de (HM) est une droite perpendiculaire,
car0=- g, passant par H : c’est (HN).
L’image de (AB) est la droite (CA).
b) M est l'intersection des droites (HM) et (AB), M’ est
I'intersection de leurs images (HN) et (AC) :

M’ = s(M) = N.

57 Probléme de lieu géométrique

Les outils :
¢ Image d’un point par une similitude; définition.
* Image d’un cercle par une similitude.

Les obijectifs :
e Savoir trouver un ensemble de points.

1. Si on admet que le triangle CNM est rectangle et iso-
céle direct, il vient (CM, CT) = — I ot CL = o2

’ ’ 4 7 CM 2

Donc par la similitude directe de centre C, de rapport

NE: I

2 4°
b M TD

2.a) L’image du cercle 6, par la rotation r %ﬁ, 3 est un

et d’angle — =, M a pour image .

cercle de centre D = r(B) et de méme rayon : c’est 6,.

b) De plus, par r, 'image de (CM) est (CN). Donc M,
intersection de 6, et (CM), a pour image N, intersection
de 6, et (CN).

¢) On en déduit que (C_M: CN) = - 7—2T et CM = CN, soit
CNM'’ est un triangle rectangle isocele direct.

_TC
4L
est un cercle, dont le centre est s(B) et le rayon est

322 BC. Si on appelle O le centre du carré, on a O = s(B)

et OC = 32£2BC.

3. L’image du cercle 6, par la similitude s = SB:, %2 ,

L’ensemble & est donc le cercle circonscrit 8 ABCD.

Remarque : Tout point de & est bien I'image d’un point de C€1
pars.

58 Probléme de construction

Les outils :

e Définition de la similitude et image d’un point.
¢ Image d’une droite par une similitude.

¢ Conservation de I'orthogonalité.

Les obijectifs :
e Savoir résoudre un probleme de construction.

1. a) Le triangle INM est isocele, rectangle et indirect,

[ — _ I[ [— _ —1- [—
donc (IN, IM) = -7 ¢t IM = NZ IN.
Donc M est I'image de N par la similitude directe de

centre I, d’angle —1—-1[ et de rapport %2 .
b) N appartient a la droite d, donc M appartient a la
droite A image de d par s.
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2. a) et b) Pour tracer A :

(UIA,UIA’) = —
e on construit A’ = s(A) tel que 1
A" = —=IA
J2
e comme d [ (TA), alors A O (IA’). (Remarquons que

A=(AA").)

¢) M appartient a € et a A donc il appartient a 'intersec-
tion. M ne peut pas étre le point A puisque ’antécédent
de A n’appartient pas a d : M est donc unique.

On place ensuite N = s~ (M).

La construction des points M et N est unique et on
obtient donc une solution au probleme posé.

59 Démontrer avec les complexes

Les outils :
e Ecriture complexe d’une similitude directe.

e Existence d’une similitude dont on connait les images de
deux points.

Les objectifs :
e Savoir utiliser les écritures complexes pour démontrer.

1. Par la similitude directe 5o ¢ a' =uaetb' =ub.

A=A
AT B—B’
L’écriture complexe est :

7 —a= [bDb—D__:](z —a),soitz' = aa_—_ubbz+ a_(_)bau_—bl .
b) De la méme manicre, sg:B—=BetA— A’ et:

,_ua=b__ ab(-u+1)
“a-p’t T asp
¢) Les images P et Q ont pour affixes :

ab(u-1 ab(-u+1 .
p= JaT) etzQ= Jgﬁl,smtzrﬁz():&
O est le milieu de [PQ].

2. a) Par la similitude s

Zz

pour progresser (page 121)

60 1. c’ B’
~
D C
D’ A=A B
2. C’

D’ D C=b
A B
61 B’ A A
O
B C
A
C/
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62 B’

B=C’ C

63 ¢ (D) est la droite (A'B’), A'(7 - 5i), B'(- 1 - 6i).
® f(6) est le cercle de centre I'(5 - 4i), de rayon 5.

64 o f(6)) est le cercle de centre I'(5 + 2i), de rayon 4.

* f(6,) est le cercle de centre O’ (- 3), de rayon 2.

* f(d) est la droite d’ passant par les points communs a
€' et

d apour équation 2x +2y—1=0etd :x-y+2=0.

65 ¢ f(6) est le cercle passant par f{O) = O et centré en
A’ d’affixe /3 +1+i(/3-1) .

* f(d) est la droite passant par A’ et B’ (-4 —4i,/3).

Y66 1. Les affixes des points A, B, C, D, A, B, sont

respectivement 0, 1, 1 + 4, i 1+ 31

1
>3’ 9
s étant une similitude directe son écriture complexe est
de la forme z' =az + b.



M _ 0 _2,2
[, = s(A) 05 = P F =379
_ donne soit [J
B, = S(B) L2 aen _1
5 =3
- G}
2.8iD, =s(D), z, = £+32i;
. 1 "D, "9 3
-1 .
%A, " 370
_1.1 -1
%o, - 973 T 3%,
Etles points A, D et D, sont alignés. De plus, DD = §_‘A;

prouve que le point D1 appartient au segment [AD].

3. C est le quatritme sommet du carré, C, = s(C) est le
quatrieme sommet du carré A B,C D,.

On peut alors, pour construire Cr utiliser les droites per-
pendiculaires ou les segments de méme longueur.

967 1.2) s(A) = A.
b) Le rapport est @ , ’angle est g
: ’r_ r_ 3[3 ANT Anay T
2.SiM' =s(M),ona AM' = 5 AMet (AM, AM') = &

La propriété d’Al-Kashi donne MM’ = % AM, puis ce
triangle vérifie la relation de Pythagore,
AM? = AM"? + MM"%,
AMM’ est bien rectangle en M'.
3. L’image de 6 est €’ de centre O’, d’affixe :

et de rayon r' = @ . O’ est bien élément du cercle 6 car
OO’ = 1. D’autre part, si on appelle H la projection
orthogonale de O’ sur I'axe (O, u), O'H = AB, ce qui
prouve que 6’ est tangente a I’axe des abscisses.

Déterminer une similitude

21'[
7681.5,:Z, P Z+2-iJ3;

1e3Z+:Z3+3i.

S,:Z,= 5 7

2.0)T:7 =7+ 2LB0E03)

b) Symétrie centrale de centre CE{3 +8 3; 3%[%
%(’ :_X+54£3

¢ 4
Exy/ :_y+3+4[3

Y69 Corrigé dans le manuel.
Y70 1. a) fest une translation = u O {-1;1}.
b) frotation d’angle g o argu’= g (mod 2m)
= argu= 2[ (mod 1)
e u=A(1+i),NOR*

¢) fhomothétie de rapport =2 = u?>=-2

e ul {lf2: (=J2) .
2.7' =-2iZ-i. )
Similitude de centre QE)_ 25_ 'E , rapport 2, angle — g
971 1.0 4EALNL

2.2)a=1< A=—-4.
b)laj=1,a#1 = [1+A=3,A%-4 = A=2.

c)arga=+ %—T = Re(a) =0 et Im(a) <0.

a=B=3NLIIIOLIN), gon13-31=0et 16+ 4A <0
incompatibles.

72 1.7 = 2iz.

2.z7;= %(z +2iz) = 1 +22| z,donc I est 'image de M par la
similitude directe de centre O, de rapport % = 3255

et d’angle 0 défini par cos 6 = —}é et sin 6 = —jé, soit
6 =1,11 radians.

Vrai ou faux ?

73 Faux : si k > 0, ’homothétie de rapport k est la
similitude de rapport k et d’angle 0.

Si k < 0, 'homothétie de rapport k est la similitude de
rapport —k et d’angle Tt

21

i
74 Faux : ’angle est arg{l -./3e 3} soit - .

75 Vrai : par la similitude,

OM’ =20M et (OM, OM’) = g
Donc la propriété de Pythagore donne MM’ =
76 Vrai: h(0, - ./3) =s(0, /3, T

et r%), % = s%), 1, %
s= SB), J3, 4—1.15' ou SBD, J3, —ZTD.

76 Vrai : La similitude a pour rapport 3
pour angle (OB, OD) = Z

/5 OM.

donc

_ OD
[2 o8
Si on appelle Q le centre du carré,

_ l%f% - ag_%zoc et (OC, 0Q) = =]

Démontrer avec les similitudes

H78 1. L’angle est (AC, CB) = (CA, CB) = g
CB
AC AC = 2.
2. (AC) = (A'C). L’image de (AC) par S est (CB).
3.5(C)=B = (QC, QB) = E‘ et QB = /2QC.
Le triangle QCB est donc rectangle isocele en C, et
direct. Q est donc I'image de B dans la rotation de centre B,

d’angle 1_21
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0 _AC _Db.o_ R AC) - (CB CA _I
79 1.a) k=5 = 2;0=(CB, AC) = (CB, CA) + = 3.

b) (QC, QA) = g;(@,ﬁ):g
Donc Q est commun aux cercles de diametre [AC] et
[BC]. Deux points communs : C et H.

Or s(C) = A... reste H.
C
AR B
K=
D \\\‘\
0 A’ =s(A).

o« (HA, HA) = g donc A’ O (HC).
 (AC) 0(BC) donc (A’A) 0 (AC).
On déduit A’ =D

CSA
2.{B—C

H—H

HC _ HA 2
0B - Ac =k d’ou HC” = HA x HB.

780 1.5= s B V.
De A’ =5(A) on déduit CA' = /3CA et (CA,CA) = &
Si on appelle C, I'image de C par la réflexion d’axe (AB)
alors ACBC, est un losange
Donc (CA, CC )— z et CC = [3CA, soit A’ = C
2. Comme B’ = s(B) CB' = ﬁCB et (CB, CB') = 6
Le triangle ACB’ est donc rectangle et, d’apres Pytha-
gore, AB' =2AC.
Le point B’ est défini par (@, @7) = —get CB’
B est le milieu de [AB'].
3. La similitude conserve le barycentre, I'image du centre
de gravité du triangle ABC est le centre de gravité du
triangle A'CB’.
De plus, (AB) est la médiane issue de B’ dans le triangle
A'CB’ et B est situé au tiers de la médiane par rapport a
la base. B est le centre de gravité du triangle A'CB’.
L’image, par s, du cercle circonscrit au triangle ABC est
le cercle circonscrit au triangle A’CB’, soit le cercle de
centre B et de rayon BC.

=2CA:

_J0M 0 OC
OM x 0OG
2

:§IOO oG

24A
OM ><§OO

Y81 1. a) et b) cos (OM, OG) =

Or, OO’ = OM x 32£5,d’0i1:

cos(OTf,HG): &5@
(O—M&):e,0<e<g,
1—c0329:$5§.

on déduit :
sin 6 =

2. Similitude de centre O, d’angle 6, rapport 335 .

288

H82 2. r transforme (BC) en la droite passant par #(C) = D
et perpendiculaire a (BC), c’est-a-dire (DO).
r(A)=A, r(C)=D,H O (BC), donc r(H) O (DO).
(AH) O (BC) donc I'image de (AH) par r est la perpen-
diculaire a (DO) passant par r(A) = A, donc (AK).
r(H) O (DO) n (AK) = {K}.
r(H) = K donc AH = AK et (AH, AK) = g
AHOK est donc un rectangle avec deux cotés consécu-
tifs de méme longueur : c’est un carré.

| D A B

3. Si (AB) // (HK), alors (AB) O (AO) donc (AO) = (AC),
avec O J(BC)..O=C.Danscecas:
AD=AC=AO0

et DOB = DCB, rectangle en O.
On parvient alors a (ﬁi FA) = (6&, @) =
contredit I’hypothese « ABC non isocele».
Donc (AB) et (HK) sécantes en un point L.
4. (KD) // (AH). 1l existe une homothétie & de centre I,
qui transforme Ken Het D en A.

=h(A);
e A'0(IA);
e A est sur la perpendiculaire en K a (DK) donc A’ est
sur la perpendiculaire en H a (AH) : A’ O (BC).
On déduit A’ O (IA) n (BC) = {B} et h(A) =B.
5.a) s(H)=H;s(C) = A;s(A)=B.
b) s est une similitude directe :

ce qui

INE

—dangle 55
- AH _ ACR-
—de rapport k = K—- =5 = tan ACB;

—de centre H.
H83 1.a)0=
b) (OC, OA OA) =
c¢) AM' =
2.a) S, transforme Ben A,etMen M : AM'"" = BM.
b)MOl =« AM'=AM" =« AM'=BM
= MC =2MB.
OMOT - (MC)2 4(MB)2
(MC +2MB) - (MC 2MB) = 0.
e J barycentre de (C, 1), (B, 2) et K barycentre de (C, 1),
(B,-2):
MOl « =3MJ - MK =0,

donc T est le cercle de diametre [JK].
Ou encore avec G barycentre de (C, 1), (B,-4):
MOG « MC?-4MB?=0

= (MG + GC)*>- 4(MG + GB)? =

< -3MG? + GC?-4GB?=0

~ ~GM?= £ (GC* - 4GB?).
[" est donc un cercle de centre G; or OC = 20B... donc
O OT : T estle cercle de centre G, passant par O.



Lieux géométriques et constructions

84 1. |(1-i./3)z—./3-i| = 4 équivaut a:
|1-i./3 z—f_:'"LiJrfi\73 = 4,s0it |z -i] =2.

Si on note A le point d’affixe i, AM = 2 et € est le cercle
de centre A et de rayon 2.

2. %, :: Sé?B)) équivaut a

%b =ia+b
4i = J3a+b
Soit z' = (1—i./3)z+ (- /3—1).

Le centre est Q, d’affixe w=— + i, le rapport est 2,

I'angle - & B
angle - 3.
|(1-i./3)z—./3—i| = 4 sécrit |z’| = 4 et se traduit par

«M’ appartient au cercle de centre O et de rayon 4».
Par la similitude, M décrit le cercle de centre A, d’affixe i,
et de rayon 2.

U85 1. s est la similitude directe de centre Q, d’affixe 2 — i,
de rapport |[1+i,/3] = 2 et d’angle arg(1+i./3) = g
2. arg[(1+i,/3)z—./3(1 + 2i)] =0 se traduit par arg z' =0.
Notons A I'antécédent du point O, c’est-a-dire O = s(A).
L’affixe de A esta = 34£3[(1 +2./3)+i(2-./3)].

Comme (m: O_hd”) = g(rr) = (m 1), M est sur la droite
passant par A de vecteur directeur w avec (i, w) = —g (10).

786 2.a) r(B) = C, r(C) = D, I'image de (BC) est (CD).
b) R O (BC), R’ = (R), R’ O (CD), (AR, AR’) = 1
donc R’ 0 (AP). D’ou R’ O (CD) n (AP) ={Q}.
¢) On a aussi #(P) = S.

RAQ et PAS sont rectangles isoceles en A.

3.a) S(R)=MetS(P)=N.

b) N = S(P) décrit le segment-image [OD], privé de
S(B) =0.

¢) R, P, B, C sont alignés. Toute similitude conserve
I’alignement.

NI

D87 1. 6 et ¢’ sont isométriques. Il existe une infinité de
rotations transformant 6 en €’ : leurs centres sont sur la
médiatrice de [OO']. Parmi elles, 'une est d’angle g
Son centre Q est tel que :

reYeYiraYe LY _1 A
(OO,OQ)_4etOQ_[200.

Q est donc I'image de O’ dans la similitude de centre O,

angle g, rapport L (QOO’ rectangle isocele en Q, direct).

NE
SiM, = (M), (OM,O'M,) = 5 et M, 0, donc M, = M".
2. M est image de I par f, similitude directe de centre Q,
d’angle T de rapport L.

4 2
Quand M décrit 6, I décrit f{€) : cercle de centre f{O) = A
et de rayon 1 R.

J2
3./(0) = A; f(M) = I donc (OM, Al) = g
H88 1.OM=0'M".
o m

L’angle d’une telle rotation est (OM, O'M’) = — 5

Le centre Q doit vérifier :
Q0 =QO’ et (Q0, Q0") =- g
Or, BO = BO' et (ﬁi 13_0") =- (Kd, E') (réflexion
d’axe (0OO")).
Donc Q = B.
2. r transforme (BM) en (BM') et 6 en €’;
N =% n (BM') donc r(N) =%’ n (BM) =N’ (N £ B).

3. s est de centre B, de rapport /2, d’angle —g.

Quand M décrit €(O; R), (R = OA), P décrit 5(¢) : cercle
de centre s(O) = A, de rayon OA x /2 = BA, de méme
que Q.

Y89 Comme (AM, AM') = ]§T et AMM’ est un triangle
rectangle, on déduit que AMM' est un demi-triangle

équilatéral donc que :

AM' = ZAMet (AM, AM") = T

M’ est donc I'image de M par la similitude de centre A,
de rapport % et d’angle 1_3‘[

L’ensemble des points M’ est la droite d’ image de d par
cette similitude.

De la méme maniére, on prouve que N’ est 'image de N
par la similitude directe de centre A, de rapport 5 et
d’angle —g.
L’ensemble des points N’ est la droite d"’ image de d par
cette seconde similitude.

H90 1. ©'(A’; r) a pour image par s le cercle ‘6, de centre
s(A") = O, de rayon L.
N

2. IMM' rectangle isocele en M
= M’ est image de M dans une similitude de centre I, de

rapport /2, d’angle + g

< M image de M’ dans une similitude de centre I, de
1 ., T

rapport —[5 , d’angle + 1

On veut un triangle : prenons M 06, n 6 (deux possibi-

lités, M, ou M,). M’ se déduit de I dans la rotation de

T

5

Par les coordonnées :

M, -1; 1), M (2;2) ou M, (-1;-1), M) (0;0).

centre M, d’angle

H91 ¢ Analyse
(AB, AC) = g et AC = ,/2 AB, C est I'image de B par la
similitude directe de centre A, de rapport ./2 et d’angle g

C est donc a lintersection, si elle existe, des lignes
d' =s(d) et €.

e Synthese

On trace d’ = s(d) en placant O’ = s(O), puis d et (OA)
perpendiculaires conduit a d' et (O’A) sont perpendi-
culaires.

On remarque que I 0 d" donc d’ et € se coupent en deux
points C, et C,. Il existe donc deux carrés qui répondent
aux hypotheses.
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Similitudes et suites

D92ZA:i7ZB: /\/Z,ZC:/\/? +i7ZI:A£2'

2
1.z 32 iz + /2 ;s est la similitude directe de centre Q,
2 2,2 N2 m
d’affixe w= i 3| , de rapport > et d’angle >

Enfin le centre de gravité du triangle ABC a pour affixe :

%(ZA+ZB+ZC)= %(2[2+2i) = w.

2"ZA1:32£2’ZA2:[2_%"%3:544[2+l
cu,=A A, L
“ley, —2p )= [PRizy +.B-O2iz, . H
= ‘ﬁi(z =Z,_y)| = AQ An-1An $£2 Up_1-
u, _AA 3£2 32£

(u ) est la sulte géométrique de premier terme Uy = 3@
5 2
L doncu, = L%ZLD .

e [La somme des termes est :

%‘“%@%ME A@%_%m

= Uy 0=
0 20 O O q_42
151[ 0 1-4

* La raison de la suite (u ) est telle que — 1 <

donc Ilm %LEI =0et Ilm S, —2—3%

Y93 1. s est la similitude directe de centre Q, d’affixe 1 — i,

et de raison

oo

S

I

OO
nNfs) :

<1,

de rapport k = % et d’angle 6 = 7—2T

2.0M _ - 1om , donc la suite (QM ) est la suite géo-
n n n’n

+1 2
métrique de premier terme QM = [4,/3+4i| = 8 et de

1

ralson .
n-3
2

oo" _
QM—S@ =

Pour tout n, on a QM 1oM et QM . OM )= I
n n n+1

nl = 2 E ’
d’ou la construction des points M;,M,, M, et M,.

QM < 0,05 équivaut a < 0,05 ou 2"> =
n=8.

IMM, = |-2./3-4i| = /28 = 2,/7.

dn = MnMn = |Zn+1 - Zn|

D]'IZn+ -3i0 %lzn L+ —23||]

20, soit
2n—3

nlM dnl

- |3tz 1)\ -1

(d,) est une sulte geometrlque de premier terme 2,/7 et
de ralson 5.0Onadoncd = Azl .

La somme des termes est :
€ =d +d +..+d
n 0 1

g
_ - oo™ o
= Zﬁm =478-t5 1§

La raison % est comprise entre —1 et 1,

d’olt nIim €, =4./7.
4. L’isobarycentre est défini par :

(n+l)Z—> = Z—>+Z*>+...+Z—>,
QG QMg QM oM,

+.+tZ—s,
QM

soit |z—| =
QG,

—ZH
n+ 1‘ QM,

N 1
d’ol ‘ZEF nri(@M | + QM|+ ... +|QM, )

o 00" 'm
1 D% 0 M 16 n+]D 16
T e [B ] :—%—@ Dgn_'_l.
n+lgg .1 m n+l
oo 2 [
16 . .
Comme Ilm o = 0, le point G, tend vers le point Q

lorsque n tend VETS +00,

O
94127 -7 =-uwZ, -7 ,).
b) Récurrence élémentaire.
¢) Addition membre a membre des égalités :

Zk—Zkilzi(—u)k’1;1$k$n;
n n
- k-1 _ .1—(—u
Zn:Zn_ZOZIZ(_u) _I_l(ﬁ‘ll.

k=1
2.2) A(0); A, (0); Azgl—”—'%.
= ‘_ ‘ = AQ

pour angle 6 = (AOAl, AIAZ) =arg(-u) = 4_1

Z' =(-wZ+i.

b) n UN, s(A,) a pour affixe (-u)Z +i=..=Z
) Q(=1+i).

3.a) s, est la similitude de centre Q, de rapport

s a pour rapport k =

n+l1"

1
4 b
d’angle Ty, c’est-a-dire I’homothétie de centre Q, de rap-

port —%r .
—_— l —_—

b)A, ., =s5,(A)donc QA =~ i QA,.
¢) Les A, ,nUN, sontsur D = (QA ) d’équation y = —x.
Les A, ., nON,sontsur D, = (QA,) d’équation y = 1.
Les A, ,,nON,sontsur D, = (QA,) d’équation y = x + 2.
Les A, .5 n ON,sontsur D, = (QA,) d’équation x = - 1.
B.1.QA A  est rectangle isocele de sommet A |

n n+l n+l
donc QA = 32 QA,.

+1
La suite (r,), r, = QA , est géométrique, de raison 2 ,

%LEI lo,soit QA = lej QA= D]'Dn l.

(QAn) converge vers z€ro.
La suite de points (A ) « converge » vers Q.

n
2. Pour tout #, AnAn+1 = QAn+1 = Dﬁ] ;

1 Dan+l
n n K _D_i]
0ig N2
Zo : kzo IZD 1——}—2




probléemes de synthese (page 126)

Hos5 2, a) Nécessairement, k est le rapport des rayons :
k=2et10" =210.DoncI0G.
b) et ¢) MO’ =2MO = MO"*-4MO?=0
~ (MO’ -2MO) - (MO’ + 2MO) =0.
Si A est le barycentre de (O’, 1), (O, —2) et B le barycen-
tre de (O’, 1), (0O, 2),
MO’ =2MO - -3MA - MB = 0.
Donc I est le cercle de diametre [AB].
3. a) Nécessairement, f(O) = O’ et le rapport vaut 2.
ftransforme (O, T) en (O', T"),
(OT,0T) =5 et T' 06’ dou T'.

b) (IT): IT)”) = g donc I est sur le demi-cercle de diametre
[OO’], ensemble des points M tels que (M_O: M_()”) =T
I est I'intersection de ce demi-cercle et de I'.

(On a aussi (ITF: ITF7) =
de diametre [TT’], ensemble des points M tels que
(MT,MT") = 3)

I est unique La similitude de centre I, de rapport 2,

g, donc I est sur le demi-cercle

d angle 5, transforme € en 6¢’.

Y96 1.a) k = Re _o.
Rl

b) S(B) = C donc IC = 2IB.

¢)IC=2IB = — 3K - 1IL = 0, o K barycentre de (C, 1),
(B, 2) et L barycentre de (C, 1), (B, -2).

I est le cercle de diamétre [KL]

ADJT.

2.5, estderapport2etd’ angle 55

EI:ICG doncE’— S,(BE) 0%,
(AE AE)— .D’ouE'=F.

H97 A. 1. vo=1iv, = re®.
2. a) Par construction, il existe une similitude de rapport
r, d’angle 8, qui transforme (M, , M ) en (M , M
Doncv, = = re T

in®,, _ zn9
V() r'e

n+l)'

b) vn:r e
vy=1v,= §(1+i),v2: %i,v3:%(—1+i).
B)LZ,=0;Z =1

v, = reiev0 - Z,-Z,= reie(Zl—ZO).
Dot Z, =1+ re®.

2.v, =7 ~Z douZ =v,+v +..+V

0t -1’ .
n_n
3.Z =1+re®+ 2y 4 prleiDO - —1—r € .
" 1-ré®
n_in@ n
4.a) |Z,— 1i9— re | =|_r_
l-re 1-re® 1-re®

Quand n tend vers I'infini, ce module tend vers zéro
O<r<l).

b) lim QM =0;M, «tend» vers Q.

n- e n in®
5207 = 1S
l-re

b) a = re’®.

¢) f, de centre Q, de rapport r, d’angle 6.
d)w=1+iQM, M, rectangle isocele direct (en Mn).

pour chercher plus (page 126)

98 e La rotation de centre O, d’ angle
en N(iz).

(AM, BN) = g

, transforme M(z)

BM. BN) = T[r] o arg 2= = T
(BM,BN) = J[rg = arg 2= = J(mg
z-1_m
-arg o= = 5[
- MO (AB)-{A, B}.
Notons E = (AB) - {A, B}.

e SiM OE : MBN et MON sont rectangles, d’hypoté-
nuse [MN]. Le milieu I de [MN] vérifie IB = 10O.

Donc I est sur la médiatrice Ade [OB], privée de
< 3 etde K333 MO(A B,
Réciproquement, si [ OA, I 0 {K, K'}, la distance de [a E
est inférieure a IB.

Le cercle de centre I, de rayon IB, recoupe E en un point
M. Soit N tel que I soit milieu de [MN].

MBN vérifie MN = IN = IB : MBN rectangle en B.

De plus, si IB} : 12%, %0{\ 3 12%, alors M%+O{; %—GE et
N B: + o, Zy = iZ,,

Donc le lleu de I est la médiatrice de [OB], privée de K
et K'.

Ou mieux :

M est changé enlparS$, oﬁ S est la similitude de centre O,
f2
Quand M décrit E = (AB) - {A, B}, I décrit D = S(E),
c’est-a-dire la droite (KK'), privée de K et K'.

de rapport d angle
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